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INFORMATIQUE THEORIQUE. — Recherche lindaire d'un carré dans un mot. Note (%)
de Max Crochemore, présentée par Marcel Schiitzenberger.

On montre que la recherche d’un carré dans un mot peut étre réalisée en temps proportionnel i la longueur du mot
sur une machine 4 accés direct, pourvu que Ialphabet soit donné.

COMPUTER SCIENCE. - Linear Searching for a Square in a Word.

The search for a square in a word may be implemented in time proportional to the length of the word on a random
access machine provided the alphabet is fixed.

Plusieurs méthodes ont été développées pour rechercher un carré dans un mot x([1], [2],
[4]). Leur point commun est leur complexité : O(|x|log,|x|). On peut montrer que si
Palgorithme pour effectuer cette recherche doit fonctionner indépendamment de ’alphabet
du mot x, ces méthodes sont optimales. On montre ici que la situation change si I’alphabet
est connu & l'avance. La technique principale que nous utilisons est le fait que, sur un
alphabet donné, les suffixes d’un mot peuvent étre ordonnés suivant I'ordre lexicographique
en temps linéaire ([5], [7]). Cette voie avait déja été explorée dans [1].

L. DgrmviTions. — Les mots que l'on considére sont éléments du monoide libre A*
engendré par un ensemble fini A, ’alphabet. On note 1 le mot vide, A" =A*—1 et | x| la
longueur d’un mot x de A*.

Un mot x contient un carré yy si ye A™ et x peut s’écrire x,; yyx, avec x;, x, e A*. Dansle
cas contraire x est dit sans carré. En particulier le mot vide est sans carré,

Quand x=yz, y est dit préfixe de x et z suffixe de x. A chaque décomposition yz d’unmot x
on associe son séparateur noté sep(y, z). C’est le plus grand couple de mots(v, w) qui vérifie
|v]<|y|siws1, vwest préfixe de yz et yw est préfixe de yz;ordre des couples est défini par :

@, WS, weolw'|<lwl  ou  (Jw'l=lw| et [¢]|2]o]).

Lemot west doncle plus long préfixe de z qui apparait au moins deux fois dans le mot yw. Le
mot v repére la premiére occurrence de w dans yw.

Exemple 1. — Si a est une lettre qui n’apparait pas dans y, pour un mot quelconque z,
-sep(y, az)=(1, 1). En particulier pour un mot x, sep(l, x)=sep(x, 1)=(1,1). H

Exemple 2. — Sur 'alphabet a, b, ¢, d on considere le mot :

Xo =abcdbabdcadbcbdbabeabeb.

On a sep (abedbabdcadbebdbabe, abeb)=(1, abc). A
Nous définissons la s-factorisation d’un mot a partir des séparateurs qui lui sont associés.
Formellement, la s-factorisation de x est une suite de mots non vides (u,, ..., u,) telle que :

X=U; Uy ... U,

et qui se construit de fagon itérative; si x=u,u,...u;_,az, avec aeA et zeA*, et si
sep (uy...u; 1, az)=(v, w), on posc u;=w si w+#1 et u;=a sinon. Cette factorisation est
unique et au mot vide correspond la suite vide. On peut noter que , est réduit a la premiére
lettre de x.

Exemple 2 (suite). — La s-factorisation de x, est :

(a, b, ¢, d, b, ab, d, c,a,db, ¢, bd, bab, ca, beh). W
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On introduit, pour finir, les propriétés droite et gauche sur les couples de mots. Un
couple(u, u') satisfait la propriété droite, notée d(u, '), si u et 1’ sont sans carré¢ et :

g, Uy, Uy, U, EAF, Uyus# ], U=1 U, et U =1y Uy Uy Uy

La propriété g(u, u') est vraie si on a d(u’, u) ot #’ el u sont les images miroirs de ' et u
respectivement.

Dire que (u. ') satisfait la propriété droite signifie donc que u, 1’ sont sans carré et que '
contient un carré centré a droite de w.

Exemple 3. — On a d(bab, cabch) avec uy=b, u, =ab, uy =c et u, =b. Le mot babcabch
contient le carré abcabe. W

2. RisurtaTs. — Les séparaleurs a eux seuls ne permettent pas de caractériser les mots
contenant un carré, bien qu’ilsfournissent une condition suffisante éconcée dans le lemme qui
suit. La s-factorisation est utilisée pour combler cette lacune: les conditions-données dans le
théoréme servent 4 guider la recherche d’un carré dans un mot et sont a la base de notre
algorithme.

LEMME. — Soif x=a, ... a,un mot de A* ou les a; sont des lettres de A. Ce mot contient un
carré si:

) {die, ..., n), Fv,weA* (v, w)=sepla,...a;_y, a;...a,).
[ w#1 et ay ...a; ; préfixe de vw.
Preuve. — x contient un carré car deux occurrences de w se chevauchent ou sont

consécutives dans le mot yw. H

THEOREME 1. — Soitx=q, ... a,unmotde A*, et(u,, ..., u,)sas-factorisation. Le mot x
contient un carré si et seulement s'il satisfair (1) ou :

(2) HIE(]., ,k—l) g(ul-,qu)oud(ui,uiﬂ)oud(ul ...ui_l,u,-uiﬂ).

Exemple 2 (suite). — Le mot x, contient le carré abeabce. Il ne vérifie pas(1) mais(2) car on
a (voir exemple 3 ) :

d(abcdbabdcadbebdbab, cabeh).

Preuve du théoréme. — On montre que si x contient un carré et ne satisfait pas (1), il
vérifie (2).

Soit x; yy le plus court préfixe de x qui contient un carré. Soit i le premier entier pour
lequel x,; yy est préfixe de uy ... u;,, (onaiz1).

Lemotu, ... u,est donc sans carré. Par définition de u,, ; et puisque (1) n'est pas vérifiée,
u,,, est contenu dans u, ... u, et donc est lui aussi sans carré.

En utilisant la définition de ; on déduit que u; . . . u; ; (¢ventuellement vide) est préfixe de
x, v. Dans le cas contraire ; serait contenu dans la seconde occurrence de y sans en étre
suffixe, ce qui contredirait la maximalit¢ de sa longueur.

La seconde occurrence de y est donc contenue dans u; u;, ;- S1 g (u;, 1, 1) ni d(u;, u;, ) ne
sont vérifiées on a d(uy ... u;_q, u;ti;, (). W



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 296 (16 mai 1983) Série I — 783

3. ArGgoritime. — Du théoréme précédent se déduit immeédiatement un algorithme pour
verifier si un mot contient un carré. Nous écrivons cel algorithme sous la forme d'une
fonction dont la valeur est « vrai » uniquement quand le mot d’entrée contient un carré :
fonction carré (a, ... a,);

I+ 1;
tant que i<n faire
(0, w) —sep(ay ... a1, g; ... ay);
sitw=1alorsu' «a;; j—1i,i—i+1
sinonu—u'su —a;... i
si(|vw|zi—1 ou g(u, u') ou d(u, u') ou d(a, ... a;_,, u'))
alors retour ("vrai'} fin de si;
Jehi—i+|w]
Jfin de si
fin de tant que; retour (‘faux’)
fin de fonction.
L algorithme tient compte de la remarque suivante :

Remarque. — Si ay ...a; , est sans carré et si sep (a, ...4a; ., a;...a,)0=(1,1), la

L

lettre a; n’apparait pas dans a; ... a;_; et a; ... a; est sans carré.

4. TEMPs DE cALCUL. — Le nombre d’opérations nécessaire au calcul de la fonction carré
repose sur celui des fonctions sep, d et g.

Pour un alphabet donné, il est possible d’effectuer le calcul des séparateurs de toutes les
décompositions yz d'un mot x en temps linéaire [5]. Il reste a examiner le cas des fonctions g
et d. Pour I’évaluation de celles-ci, on peut se servir d’un algorithme classique utilis¢ dans les
problémes de « string-matching ».

Pour un mot x non vide on note f (o) le plus long mot distinct de x qui en est & lafois préfixe
et suffixe. Un algorithme de [3] permet le calcul de f (1) pour tous les préfixes non vides d’un
mot x en temps linéaire.

Proposition 1. — Soient deux mots u et u' gui vérifient d(u, u') et soit psp le plus court
préfixe de u' tel que s soit suffixe de u. Alors p= f (psp).

PROPOSITION 2. — Mémes hypothéses. Sip'vs'p’ est préfixe de u' avec |psp|<|p'vs'p’| et s’
le plus long suffixe commun & u et p'vs’, on a |ps|<max (|p'v|, [p vs'|/2).

Pour évaluer d(u, u") avec deux mots sans carré u ¢t z’, on évalue fen lisant &’ de la gauche
vers la droite, puis de la droite vers la gauche connaissant psp un préfixe de u’ avec p= f (psp)
on examine si s est suffixe de . Le nombre de comparaisons de lettres, représentatif du temps
de calcul, lors de cet examen est majoré par 2 |u’ | comme conséquence de la proposition 2.

COROLLAIRE. — Siu et u' sont sans carré, P'évaluation de d(u, u') [resp. g(u, u')] prend un
temps O(|u'|) [resp. O(|u|)].

THEOREME 2. — Sur un alphabei donné, la recherche d'un carré dans un mot x prend un
temps O(|x

) sur une machine a accés direct.

5. ConcrusioN. — Quand I'alphabet n’est pas connu, 1l est néanmoins possible d'utiliser
I’algorithme du 3. Cependant la réalisation de la fonction sep sera différente et devra pour
étre performante utiliser les techniques d’arbres de recherche ou de « hash-table » pour
travailler sur I'ensemble des lettres du mot. Le temps de calcul est modifié et devient
O(| x| log, (card A)) ou A est I'ensemble des lettres du mot x[3].
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1l semble que I"algorithme suggéré dans [6] permette de vérifier si un mot contient un carré
en temps linéaire. L’absence de détail sur le fonctionnement de 'algorithme, et de preuve,

empéche la vérification du résultat.

(*) Remise le 2 mars 1983.
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